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Richiami  d i teoria delle probabilità e di statistica

1.1. Variabile aleatoria (o casuale)

Si dice che una variabile segue la legge del caso (variabile aleatoria o casuale) quando i
valori che essa assume dipendono da infinite cause,
Nella realtà non esistono variabiii che dipendono da infinite cause, nla vatiabili che dj-
peoclono da moìtissime causc.
Si possono distinguerc clue tìpi dì r 'ariabil i aleatorie;

variabi l i  aieatorie cl iscrcte ;

variabi l i  aleatorie continue.

d )

ò)

1.1.1. Variabili aleatorie discrete

Si consideri, per esempio, I 'estrazione a caso di una pail ina da un'ulna contenente pal-

l ine bianche e nere, Si rìpeta l 'esperimento z volte e sia I i l  numero di pall ine, per esem-
pio, bianche estratte in un ordioe qualsiasi. Ripetendo più volte le ri estrazioni il numero
r lalia in maniera casuale ed esscndo un numero intero prende il nome di zariabile olea-

toria ditcreta.

1.1.2. Variabili aleatorie continue

Si consideri, Per esemPio, la fabbricezione in serie di un determinato prodotto. Siano
.!1, r\ 'e, ..., ra i valori di una prelìssata caratteristica del Prodotto (cìimensionaie, f isica,
chìmica, meccanica, ecc. ) misurati con uno strumento a scala continua su /1 unità estratte
a caso da quelle prodotte.
\rariando in maniera casuale e potendo assumere teoricamente qualsiasi valore (alnreno

tutti quelli coritenuti in un certo intervallo),.t prende il nome di xariahile aleatoria con-

1.2. Popol^zio'l.e e campione

Un intero gruppo di oggetti prende ll none di popolazione o unixerstt,I-, totalità dei mm

di pioggìa (i) caduti in un arno (min r:0; rnax i:oo) comPre-qa tìeli ' intervallo

(0 - co); i l  numero dei bulioni difettosi o non difettosi prodotti in una fabbrica in un

dato giorno sono csempi di popolazione o universo
Una popolazione può presentare numerosita fzita o infnita.

I
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Un esempio di popolazione finita è fornito da un ìotto costituito dalle unità Prodotte
in un determinato periodo di tempo (per esempio tutti i bulloni prodotti in una fabbrica

in un dato giorno) o dalie unità da sottoporre all'accettazione di un committenre'

Un esempio di popolazione infinita è fornito dalla successione di tutte le possibili uscite

(testa. croce) che si possono otteoere in successivi lanci di una moneta.

tr'Iolto spesso è impossibile, antieconomico o poco pratico esamioare tutte le unità di una

popolazione specie se questa ha un'eìevata numerosità.

Si esamina, allora, soltanto una piccola parte di essa che prende il nome di campione (t)

Dall'analisi di un campione, rappresentativo di una popolazione' si possono trarre im-

portanti cooclusioni circa ia popolazione stessa. Tali conclusionì. non essendo certe.

sono accompagnate da lalutazioni di probabilità.

1.3. Dati, classi, frequenza, frequenza relativa e densità di frequenza (variabili

aleatorie continue)

I dati raccolti ma non nrrmericamente ordinati si dicono dati Srezal'
Voiendo riassumere grandi quantità di dati grezzi. è spesso ùtile distribrrirli in r/as.rr

e determinare il numero di individui appartenenti a ciascuna classe. detto Jrequenza della

classe.
Così siano 11, t!, .', r,, gli z valori assunti dalia variabile aleatoria r nelle z unità di

un campione, Riportati gli z valori su di un asse s (fig 1 1 ):

F L ì É ù r r \ : n  i L l r L i ! , 1 ^  ) !

f r ì t i l rL ) . - \  r ì tL r r  1 " .  \

a ii ,:ì

F i g .  1 . 1 .

si suddivida l ' intervaÌlo (r,** - rni,,) in un numero intero z (5 ; 20) d'interlall i  di
ampiezza

,1 " ,  _

Gli intelvalli così ottenuti prendono il nome di ínter."'alli di classe mentre ia loro am-
piezza Jx prende il nomc t|i anqiezza deeli intert:alli d/ dasse. All'interno dcll'i-esirno
intervallo di ciasse cadano ,', valori di s. Il numero z;, come si è detto, preotle ii
;:ome clì ftequenza. Si defrnisce /reqren za relatioa Ji delÌ'lnìo intervallo di classe il rap-
porto tra la frequenza della classe zù"'ed il totale della frequenze di tutte le classi, cioè
il rapporto ît i ln (. i - 1.2, .... n), geleralmente espresso in o;:

Ji : _!tj . uto

( r )  tn seneràle quando l ' rmpiezza dei  campioni  è > 30 s i  pafh di  gtut td i  c . ! , i ì r i . )n i ,  d i  coî , r ro,
per.nìp 'czz.  der (a p ioni  < 30 s i  par la d i  h;ccot i  camtj iot ! ; .
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1^1*::::-l*"tq ,tli ftSuenzl lr dell,/-esirno iotervalÌo di classe it rapporto tra ta fr.e_quenza relativa e I'ampiezza dello stesso interyallo:

r , :*=#;
i . i e ì  c a s o  d e i l a  f i g u r a  1 . 1 .  è  n  : 2  * 5  + 6  + 4  j _ 3  : 2 0 .
Si hanno allora i seguenti valori delle fi.equenze ..tutilr"l"r,

n i : 2 - f r ' : Zxl0A
20

5 x 1 0 0
:  -_ -  - . -  t<o /

20 
- "' /o

6 x 1 0 0

n t : 5 * f z '

: 41100  :  rno ,
20

3 ,. t00
20

20

(owiamente: r ' :100%)
ed i seguenti valori delle densità dí frequenze (essendo .4r :2015 : +):

pet t i  :  2 +l t :  
+ 

:  o,oz5 :  25%

n; - s -Iz- 
+ - 0.0ó2s : 6.2s9o

ni  :  6- f . t :  o ' Îo  :o ,ors  : r , rz

n i : 4 - l q : + : 0 , 0 s : s %

0,15 : 0,0375 : 3,750/o

1.4. Istogramrna e poligono della deosità di frequerrza (variabili aleatorie con-
tinueì

Sono rappresentazioni grafiche di distribuzioni di frequenza. Riponando in ordinate, in
corrispondenza del pulto medio di ogni intervallo di classe (2), i valorí della densità
di frequenza Ji e tracciando i rettangoli che hanno come base /r e co'Jj.e altezza f;, sí ot-
tiene un diagramma che prende il nome dí istograrnna delln dewità di frequmza (fig. 1.2.).
Congiungendo, invece, con dei segmeoti i punti che hanno come ascissa i valori medi
degli intervalli di classe e come ordinate le corrispondenti fr si ottiene una spezzata
che prende il nome di polígono d.ella densità di ftequznza (fig. 1.3.).

Qualora si estenda il poligono della densità di frequenza in modo da interessare i due in-

(2) Detto a\che oalore cenbalc di una classe (somma dei limiti supeiore ed infedore di una classe
divtuo per due).
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tervail i terminaìi di frecluenza zero, le aree rispettivamente racchiuse tra I 'asse r e l ' isto-

gramma e tra I 'asse . ' e i l  poligono risultano ugualì (f ig 1 3 )'

In particolare tali are" valgono 1 (10091 ); ìnfatti Per i rettangoli delf istogranna si

h a :  

$ ,

É , , . - ( 1 '  l '  - i ' - - - - '  r  í t
1 - . ' i ' . ' -  - : ,  n  . L r  n  1 '

1.5. Frequenza curnutata e poligoni di distribuzione (vatiabili aleatorie con-

tinue)

La somma di tutti i  valori di ftequenza relativa degli intervall i di classe per i quali la
variabile aleatoria.r'è minore o uguale al l imite superiore rr (i: 1, 2, ..., zr) di un dato
intervalio di classe prende il l.one di Jret1uenza cuttulata flno a quell'intervallo di classe
comprcso. Lir frequenza cumuiat:r si indica gener-ahlente con .Iì c si esprìme in !1,.
In alt le parole la l iequenza curnulata rafprescnta la lrequenza relati la cklL'intellallo
di classc somDra degl; i,ìtervali i cl i classe 1ìno a qrrello considcrlto compÌeso. o\i\,-ero rîp-
presenta Ìa frequenza relativa dell ' intervailo ,r, I r,.
Così con rifelin-rento alla frgura 1.1. la frequenza cumulata fino al 3o irtervallo di classe
compreso, r,ale:

I(r.) =- t),10 .1." 0,2-5 r 0,30 .: 65u(,
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La*o"*O: 
i i::9ii:", in corrispondenza clel l imite superiore;ro di ognr rnterva o diclass€, 1 \'alori della tiequenza cumulata F, si otti"rr" .rrr^'"p"rr^t. 

".i" 
o*"o, u ""*. o,poligono di disttibuzione della Jrequenza cumutata o di poLg;ro a; airii;írrioo" (fig. l.+.).

i, ir îrequenza cumulata si può calcolde'a densirà di r;;q;;;"';;;il:Í:",: "",1: i:i';,;l;:;i1'fllÎîl,i:,ff :T],fl:::constderato compreso.
Loa iiÌeiiioento alla fig. 1,2. si ha infatti:

. \ ' " :  !  t . , 1 . . -
i-r

Fis.  1.4.

I r.'

Fig .  1 .5a .

$ n ,  y ' x

! ' D  i , r  
- ( 1 )

1.ó. Funzione densità di probabilità e funzione di distribuzione (variabiti alea-
torie continuel

Per z molto graode (teoricamente infinito) è possibile scegliere intervalli di classe di
amprezza Ar molto piccola (teoricamente infinitesima), tale, però che in ciascuno di essi
cada ancora un numero sufficiente di valori della variabile aleatoria continì.ra r.
Il poligono della densità di frequenza, formato in questo caso da un numero molto grande
di piccoli segmenti, si può approssimare corr una curva continua detta curoa della densìtà
di frequenza (fig. 1.5.).
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F ig .  1 .5c .
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,<  F iq .  1 ,5d .

Le curve di t icnsità ci i  frequcnza che si possono otrenere in |r .at ic.ì  si  a\, \ , ic inano el lc
torme cararterist iche r ipoltate in 6gura 1.5.
Ì-a cur'a 1.5..), simnìetrica, car,'tterizza la circostanza che ie osservazronr equtclistanti
dal nassimo centrale hanno Ia stessa frequenza.
L. cu^'e 1.5ú ) e 1.5..),  asccndenle e di icendente r ispert ivî, , 'cnrc,,  sono car.rterrzzate
dalh frcqrrcnzl r lcl  velorc massimo ad una dcl le cstrenìirà_

I

I  
I in lnnu i  d ;  t ,ana a , l t t  pubnk t i ru  î  J t  l t .  i , t ; .L t
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La curva 1.5d.), ad u, ha un massimo ad entrambe re estrenità. La curva dela figura1.5e.), bimodale, ha due massimi. La- curva di figura 1.5/.), pl;.i*"d;", ha più di duemassimi. Le curve di figg. 1.5t.) e 1.5À.) sono dJtte "bl#;;;;;;;-;blqua destra sehanno rispettivamente l,estremità piu lunga a destra o a.ini"tra. 
- - -

Anarogamente rl pohgono di distribuzione, anch,esso formato da un numero molto gran_de di piccoli segmenti, si può approssimare con una curva "ontinu" dat " c.,rua di di-slríbuzione (fig. i.ó. ).

Fls. 1.5€.

F i s .  1 . 5 t .
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La -F è funzione di ,r e si definisce anche come Ia funzione di d.ístríbttztatte der,tz.t,.
ateator la. f -

.a-Tl':y*" 
nella. (l ) ai, vat.ori f., Ia funzlone f (x), a zls il dr ed at segno di s,Ionx  rL  segno dr  rn tegra le  s i  o t t iene :

r(. ) - i ' /r.,r a"
J . ,

che rappresenta l 'area compresa tra la curva /(r), l,asse .r e.la retta Jú:.{. (teggio in fig. 1.5.).
La F(;u) è, pertanto, la funzione integrale della /(.t); dalla (2) discende che:

, .  dF(x l
' r7.r

1.7. Definizione di probabilità basata sulla fiequenza relativa

La probabilità, oltre che mediante ia frequenza relati.,,a (von lJllses), prò def;- rn maniera assiomatica (teoria deìla misura);

Richiami di teoia delle prcbabilità e di statistica



#:i:::,:::ì:.",:"lorto ha le alternati'e ravorcvoii ecl ir numero rorare crerc artcr-- come mrsura di un conviacimen

si assums come stima deiia nr^h" 

lragionamrnri in'.rutri ' iy.

;;,;p;l* "x:^, nnfti,: I:fr r"#î xilr:,:ii:i: :;
;: :jT;:"{::i::Í* ".*:J 

;::T;, .x j*f il j**}k.z ::r';,,,, .r u,"d. n u
P ( a ) : l i m f ' : t i m  ! a

ù + 6  ' l (3)
Dato  ch . l a  f unz i r , ne  , l j  J i s t r i buz io
' ' | . r t n .  de l l a  t r r qu rnz . ,  r e l a r i . a  d " l l . , : :  : i ] , '  

r app r ( scn t J  i l  l i n r i r e .  pe '  r  r cnc len re  a l l , r n -presenta la p-ú,r,iriÀ';"ìi".,'.",,j 
'ii?i1jl '.: r', dajrr (J) si otti.nc che.("') ;;;-

P{.- <l,} : ir(.-,). 
(4)

Pcrianr,,.:rnchr, Iarcr :r rrarteggio 
:r-:î i, 

, , rappì.esenta la pr.obabil ità dell,eventcr
li,ùì"'i-""1j,lflone ',r st definisce anche come tn' ;Ju,,;o,,,- ii,,ii,i'ii protabitítà aetra
liel caso di variabiie aleatoria discreta sr ha, con or_vio signr.ficaro dei simboli:

,/ 
'[rr) : P{.r, : r; }

r ' ( ì , )  :  I  l ' ( . f , ) :
i _ I

1.8, Valote atteso e dispersione

La funzione <lì distribuzione Fl:r) otoria f. rn -;r,,-;;;;ffi;;;;:ì:,r,.T;:#:,j,::"j:,:il;,".,Hff.hH JilT?ili,1l,",i;

r  ^ ' l

F i g .  1 , 7

l?,3:",Ì".3"",îl';ln:r,::*:.:'J"'",.J1*3 fi"î"ff*"".tTjg:,,,*,t'unto di vista matematico

I  P{ , r :  x , }  :  1 , { r  !  s , } (6 )

,t,:
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di distribuzione. Tra i più imporranti si ricordano;
- il vaiore atteso,
- la dispersione.

Il oalore atteto o oalor medio o media dí una variabile aleatoria a si indica con unodei seguenti simboli: E{r} o con ?, o con 4 e si clefinisce come segue:
- se x è una variabile aleatoria contrnùa {.rr <...r < y": 6o 1 ? ì

n: I  rJ@) dx

- se r è una variabile aleatoria discreta (r1 5: r, < rcn; 69. 1.g,)

_!

r :  l x i f  
' ( t ) .

11^1:-* ît"*:l Ouò interpretare come l,ascjssa del baricentro G di un sistema di massedlsPosto lungo l'asse ., e avente massa totale uguale a uno (.), 
- -"

(7)

(8)

F IX]

-( \rJ= f r Ì- ì-x

xm
Fig.  1.9.

|?.i"'i.Í:îilffiH,:HTiàft,ff!*:ffiT:."Í.*:::".Ji",J:1,:'iÌìll"ÍJ;;;;;""";3;',"0-
1 0 Richiani di teoria delle bîobabilità e .!i statistica



Nei caso di variabile aleatoria contirrunghezza)è,,pp.".";;;;;';;i;ilil,*?;ffi :[:;1ffi ]il,i^::xi:'.ìT1,llbile aleatoria discrerà ta distribuzione de e masse t ;;;;;;ú,;li'a funzione /,(;r,).Altre informazioni sulta cosiddetra tendenza centlate;;;;;;;i;;rametn chiamatinspethvamenre moda e mediana (fig. 1.9.).
La mola x, è I'ascissa per la quale sì ha il massimo della funzione densità di probabilità.La nediena:r,,, è I 'ascissa per la quale si ha:

P{r < r,,,} : F(;r.,,) :0,5.

Media, moda e mediaxa coincidono nel caso di distribuzione simmetrica.
La dispetsione o varianza di una variabile aleatoria rc, viene normalmente indicata coo
o! e si definisce come segue:

* se r è una variabile aleatoria continua (;\,,r I x5!.r4; 69. 1.7.)

c : l"'{, - r),f(x) dx

-- se ,r è una variabile aleatoria discreta (ru, ( r, < r,,; f ig. i.8,)

o, _ i {.., n t2I G.;).
i - r

(e)

( 1 0 )

La rarianza eguaglia il momento d'inerzia della distribuzione di masse di cui si è detto
rispetto a un asse baricentrale e dà una misura della concentrazione o della dispersione
della variabi ie r intorno al lalor medio 4.
Se o2 :0 la variabi le r è determinist ica e coincide con 4.
La radice quadrata o della varianza prende il nome di deztiazione standarl o di scarto qua-

dratico nedio. Lo scarto quadratico medio permette di avere un'idea circa la dispersione
di gratdezze rispetto alla media.
Un'altra misura della dispersione di una variabile aieatona .r è fornita dalla escutsione:

I l / : .r,,,,,_ _.r,,,;,,

Il rapporto o/4 prende il nome di coeficiente di aariazione o di coeficiente di dispersione.

1.9. Variabili aleatorie sta''rd^tdizzate

La var iab i le  a lea t  o r ia  ad imens iona le :

x  - f :

q
( 1 1 )

prende il nome di r.ariabile abatorìa slandardizzata o tariabile ridotta. La variabile :

misura io scostamento deila variabile r dal suo valole medio ri in unità della deviazione

stanoaro o.

1.10. Distribuzioni di una variabile aleatoria

La funzione distribuzione può essere descritta raccogìiendo in un istogramma i dati

ottenuti sperimentalmente. Questo procedimeoto presenta tuttavia due inconvenienti:

llichiami di teoia delle probabilità e di statìstíÌa 1 1



a) i dati sperimentali forniscono buone informazioni relativamente alla distribuzione del
campione. Mìnor precisione si ha allorquando si tende di estrapolare questa informa-
zione alla distribuzione della popolazrone;

ò) la funzione distribuzione, ottenuta sperimentalmente, è normalmente difficile da uti-
i i z za r r  ne l l ( .  succqss i | e  man ipo laz ion i .

Gli inconvenìenti sottoiineati vengono superati utilizzaodo distribuzioni matematicamen-
te più note ed i  cui valori  sono di norma, già tabulat i .  Pertanto anziché determinare una
funzione di distribuzione a partire dai dati sperimentali, si sceglie tra le già note quella
che questi dati meglio rappresenra.
Tra le varie ndistr ibuzionir di una variabi le aleatoria:u- (distr ibuzione binomiale; di
Poisson; ipergeometrica; campionarie; di quadrato;, di Student, ecc.) ci  si  l imita qui
a r icordare Ie seguenti :

1.10.1. Disttibuzione normale o gaussiana

È così defìnita la distr ibuzione di una variabi le aleatoria r continua, per la quale la fun-
zione densità di probabilità è, nella sua forma più generale, la seguente (5):

[ y x t  -  
]  -  e * p [ - 1 .  -  4 ) 2 , 2 q 2 J

o t'/ Zit

con - co <,r< + co e con o > 0- I  parametrì caratterist ici  del la distr ibuzione nor-
male assumono i valori:

-  vaior medio:

(12)

' : J_ : ' . r ( x ) .d , ;
- \ì^traf\za.

': /J:,. -,,, /,,.r .,.
(o misura la distanza dei punti di f lesso della curva dal valor medio 4).
Lo studio analit ico della (12) rnostra che:

2 G - n \
^  , - r : e x p f  - ( r  -  n \ 2 l 2 o 2 l  :
td '

: - -- 
_ (.rc - r7) exp[-(.r - n), izo"]

o'z t/ 2n
(+)._:'

:a înzlone /(lc) è dunque massinra per :r : 4.La_,funzione /(.t) è simmetrica rispetio all 'asse passante per .r:l7 e parallelo ali,asse
J(...):

rnax / ( r )  :  - ! . rp t - ( r t  -  ,y l2o2l :  _ l  .
o1/ 2n ot/ Zn_

.tî*ft;],r",,i; t't :t*":?TJil:: 
," " de ùroivre ner seicento ma soro neil,ortocento venne

pe r  r - * co ,  / ( ; ) +0
r+ oo, /(r) + 0

dÍ(4 1

o t / 2 t

1
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Efiettuando la d2f(r) ldx2 si indivìduano 2 punti di flesso sìmmetricamente posti risperro
a  4  ( f ig .  1 .10 . ) .
in 6gura 1.10. sono riportate due distribuzioni aventi Ia stessa varianza (o) ma diffe-
renti valor medi (4, e 4r).
In figura 1.11. sono riportate alcuqe distribuzioni normali con lo stesso valor medio 4
e difrerenti valori della deviazione standard o,
Se 4 : 0 la /(:u) è detta <r simmetrica,r (i valori negatiyi o positivi sono egualmente pro-
babil i).
La variabile standardizzata

x  - 4

o

è ancora una variabile normale che ha valor medio nullo e deviazione standard uguale
a 1. In termini di variabiìe standardizzata la (12) assume la forma cosiddetta stan-
datdizzata (fig. 1.12. ):

1
. f ( r ) :  

-  
e*p(-  r '12) .

'r/-2"

Nella distribuzione normale, media e mediana coincidono, essendo la distribuzione sim-
metrica, Noti il valor medio 4 e la deviazione standard o la distribuzione normale è nota.
L'area delimitata dalla curva (12) e dall'asse r vale uno. Quindi l'area sotto la curva

(13)

Richiami di teoria delle fiobab;lità e di statistica 1 3
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(12) compresa tra î:4 e t : b (a > ò) rappresenta la probabil ità che ;v sia compreso

t r a a e b ,
La funzione di distribuzione .F(r) è data da:

t r l t t
r.(' l - | Jg-') dx' - 

' 
I exp[- (x' - 4\'t2o2) dx'. (14)

J  "  q v L .  t ' -

Ne segue che la probabilità che la .r sia contenuta ín uo certo intervallo (4, à) è data

dalla relazione:
1 f è

P { a < r . : ó } : F ( ù )  -  F ( " ) : -  
, =  J . " * r l  

( "  -  r 1 ) 2 l 2 o l  d x '  ( 1 5 )

Tale valore è dato dall'area trarreggiata nella 6gura 1.13.
In particolare risulta:

P Ín  -  o  -<  *  "<  q  *  o \ :  F ( r  :  n  I  o )  -  F (x  :  \  -  o ) :

^ l  4 - r o -  r l \  - t  l -  q - 4 \
_  , , t :  _  _  i  _  r t  z  _

\ o / \ o )
: .r '(.r : 1) - F(z : - 1) : 2F(z : l) : 2 x0,3413 : 0,6826 : 68,26o/a

F i s .  1 . 1 3 .  a

Richiami di teoria delle brobabilità e di statist;ca1 4



P l n  2 o  : , .  4  - 2 o 1  . _  F I . \  _ r t  2 o )  _  F t . r  , .  ) ^ ,
-  F l  4 + 2 0 - n \ '  1 ; 1  ' t  - 2 0  - , ,  ''\ --ì_- 

l
:  F(2)  -  F(-  2)  :2F(2)  :2x0,4772 :  o ,ss++ :  ss,++%

Plq - 3o < r < 4 + 3ol : p1, : 4 + 3r) _ F(,c : q _ 3.i) :
:  F ( 4  + 3 0  - 4 \  

-  P (  n  - 3 "  - ' ,
\  o  /  \  o  ) -

:  r (3) -  r (_ 3) :2F(3) :2><0,+s87 :0,997+ :  gs,7+oÀ

e quindi per la deviazione standarc:

1 - P : 1 - 0 , 6 8 2 6 : 0 , 3 1 7 +
1 - P : 1 - 0 , 9 5 4 4 : 0 , 0 4 s 6

.1 
- P : 1 - 0,997+ : 0,002ó.

Da ciò si può vedere come, al crescere deLl,ampiezza all,inrervallo consicleraro, aumeotaIa probabilità che la variabile aleatoÀa )c u"ru-" ,,r, u"to." a"llini"rvu o stesso. Allimite si ha:

p { ' ' . o r < * < c o } :  t  
f * - " r o [ - @ _ r 7 \ 2 l 2 o 2 l d x : . 1 .

z t E  r  ^

La funzione integranda che compare nella (14) non è uoa funzione elementare ed il
suo integrale non è ottenibile in forma semplice. È perciò necessario ncorrere act una
tabellazione che, per ia particolare forma della (14), iichiederebbe îante tabelìe quante
sono le coppie di valori (4, o)."futtavia 

si osserva che:

l b l

P{a < x < ùl : l" 
-+ . xpl- (z2o' l2o)l(o dz) : l' 

I 
",,pt -@zlz)l dz

J o  o t  2 n  t .  
,  z ,

ovvero, posîo

1' :  - - l  ""0;-1ur7z;1,
t/ Zn

tb
P1,a - -  t  .<1 b l  :  

l , ,YG) 
a, .

s i  ha :

\ella tab, 1 sono calcolari i valori di I'e nella tab. 2 è caicolato i,integrale

1 
f' .*p1- 1",141 a"

\ /  2n  Jo

(cosiddetto integraÌe o funzione di Gauss) che rappresenta le aree sotto la curva ( 12) com_
presa tra z :0 e z qualsiasi fino a 3,99. Le aree comprese tra una coppia qual_
siasi di valori di ,r (per a <1 z < b) si possono ottenere tenendo presente che la (12)
è simmetrica rispetto all 'asse /(a).
La distdbuzione normale gioca uno speciale ruolo nella teoria della probabilità e della sta-
tistica matematica poiché secondo i teoremi limiti della teoria della probabilità., ìe distri_
buzioni dì quelle variabili aleatorie che sono formate dalla sovrapposizione di un gran
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TABELLA 1. Valori  di Y =1lt/zn exp{zr/2\

0.0
0 , 1
0 .2
0 .3
0 ,4

0 .5
0 .6
4.1
0 ,8
0 .9

1 . 0
I .',1
1 . 2
1 , 3

1 . 5
I 6
1 . 7
1 . 8
1 . 9

2 ,4
2 . 1
2 , 2
2 . 3
2 . 4

2 . 6
2 .7
2 . 8
2 , 9

3 .0
3 . 1
3 . 2
3 . 3
3 . 4

3 .5
3 , 6
3 , 7
3 , 8
3 . 9

0 .3989 0 .3989
0.397C 0 .3965
0 , 3 9 1 0  0 . 3 9 0 2
0.3814 0 .3802
0.3663 0 .3668

0.3521 0 ,3503
0 , 3 3 3 2  0 , 3 3 1 2
0 . 3 1 2 3  0 . 3 1 0 1
a.2B9t  A .2B l4
0 .2661 0  2637

0,2420 0 .2396
0 . 2 1 7 9  0 . 2 1 5 5
0 . 1 9 , 1 2  0 . 1 9 1 9
0 . 1 7 1 4  0 . 1  6 9 1
0 . 1 4 9 7  0 . 1 4 7 6

o,1255 4 .1216
0.1  r  09  0 .1092
0.0s40 0 .0925
0.0790 0 .0775
0.0656 0 .0644

0.0540 0 .0529
0.0440 0 .0431
0.0355 0 .0347
a .4283 A .C21 1
0 . 0 2  2 4  0 . 0 2 1 9

0 . 0 1 7 5  0 . 0 1 7 1
0.0136 0 .0 ' , r32
0.0104 0 ,0101
0,0079 0.0077
o.0060 0 ,0058

0.0044 0.0043
0.0033 0 .0032
o,0024 0,0023
0.0017 0 .0017
0,0012 0 ,001 2

0.0009 0.0008
0.0006 0.0006
0.0004 0.0004
0.0003 0.0003
0.0002 0.0002

0.3sBs 0 .3988
0.3961 0 .3956
0.3894 0 .3885
0.37S0 0 .3778
0.365 3  0 .3637

0,3485 0 .3467
4,3292 4 ,s271
0,3079 0 ,3056
a.2B5A 4 .2827
0 . 2 6 1 3  0 . 2 5 8 9

o.23J1 4.2341
4.2131 4,2147
0 . 1 8 9 5  0 . 1 8 7 2
0 . 1 6 6 9  0 . 1 6 4 7
0 . 1 4 5 6  0 . 1 4 3 5

o,1257 0 ,123A
0 . 1 0 7 4  0 . 1 0 5 7
0.0s09 0 .0893
0.0761 0 .0748
0.0632 0 .0620

0,0519 0 .0508
0.o422 0 .0413
0.0339 0 .0332
0.a2 lo  0 .4261
0.0213 0 ,0208

0.0r  67  0 .0163
0.0T 29  0 .0126
0.0099 0.0096
0.0075 0 .0073
c.0056 0 .0055

0.0042 0,0040
0.0031 0.0030
0,oo22 0 .0021
0.00T 6 0.001 6
0 .001 2  0 .0011

0.0008 0.0008
0.0006 0.0005
0.0004 0.0004
0.0003 0.0003
0.0002 0.0002

0 3986 0 .3984
0.3951 0 .3945
0.3876 0 .3867
4.3165 A.3152
0.3621 0 .3605

0.3448 4 .3429
0.3521 0 .3230
0.3034 0 ,3011
0,2803 4,27 BA
0.2  565 0 .2541

4.2323 0.2299
0.2083 0 .2059
0 . 1 8 4 9  0 . 1 8 2 6
0 . 1 6 2 6  0 . 1 6 0 4
0. r  41  5  0 .1  394

a.1219 0 .1240
0 . 1 0 4 0  0 . 1 0 2 3
0.0878 0 .0863
o.o731 4.O121
0.0608 0 .0596

0.0498 0.0488
0.0404 0.o396
0.0325 0 .03r  7
0 .0258 0 .0252
0.c203 0 .0r  9B

0 . 0 1 5 8  0 . 0 1 5 4
0 . 0 1 2 2  0 . 0 1 1 9
0.0093 0.0091
0,0071 0.0069
0.0053 0.0051

0,0039 0 .0038
0.0029 0 .0028
0.0021 0 .0020
0 , 0 0 1 5  0 , 0 0 1 5
0.0011 0 .0010

0.0008 0.0007
0,0005 0.0005
c.0004 0,0004
c.0003 0.0002
0.0002 0,0002

0.3982 0 .3980
0.3939 0 .3932
4.3851 0.3847
0.37  39  0 .3725
0.3589 0 .3572

0.3410 0 .3391
0.3209 0 .3187
0.2989 0 ,2966
4.27  56  0 .2732
4,2516 4 ,2492

o.2215 4 ,2251
0.2036 0 .2012
o,1BO4 0 .178 ' , i
0 , 1 5 8 2  0 , 1  5 6 1
0,1374 0 .1  354

0 . 1  1 8 2  0 . 1  1  6 3
0.1006 0 .0989
0.0848 0 .0833
o.0707 0.0694
0.0584 0 ,0573

0.0478 0 .0468
0.0387 0.0371
0.0310 0 .0303
0,0246 0 .02 ,11
0.0194 0 .0r  89

0,01  51  0 ,o147
0.01  16  0 .011 3
0.0088 0.0086
0.0067 0.0065
o,0050 0.0048

0.0037 0 ,0036
0.0027 0 .0026
0.0020 0.00'r9
0 .0014 0 .0014
0.0010 0 .0010

0,0007 0.0007
0.0005 0,0005
0.0003 0 .0003
0.0002 0.0002
0.0002 0.0002

4.3911 4 .3913
0 . 3 9 2  5  0 , 3 9 1 8
0.3836 0 .3825
0.3712 0 .3697
0.3555 0 .3538

0.3372 0 ,3352
0 , 3 1 6 6  0 . 3 1 4 4
0,2943 0 .2920
a.2la9 0.2685
o.2468 0 .2444

a,222t 4.2203
0 . 1 9 8 9  0 . 1 9 6 5
0 . 1 7 5 8  0 . 1 7 3 6
0.1  539 0 .1  518
0.1334 0 .1  31  5

0 . 1  1 4 5  0 . 1  1 2 7
0.097 3  0 .0957
0.0818 0 .0804
0.o681 0 .0669
0.0562 0 .0551

0.0459 0.0449
0.037T 0 .0363
0.0297 0 ,0290
0.0235 0 .0229
0.0184 0 .0180

0.0143 0 .0139
0.0110 0 .0107
0.0084 0.0081
0.0063 0,0061
0.0c47 0.0046

0.0035 0 .0034
0.0c25 0 ,0025
0,0cT B 0 .001E
0,0c13 0 .0013
0.0009 0.0009

0,0c07 0,0006
0.0".05 0.0004
0.0003 0.0003
0.0002 0,0002
0.0001 0.0001

numero di fartori  indipendcnti  (o quasi indipendenti),  l , inf luenza di ciascuno dei qual i
non è signìf icat iva, potrà essere approssìmata dal la cl istr ibuzione normale. Non è quìndi
da- merarigl iarsi se la legge di ci istr ibuzione normale si trova impiegata per descri ierc
eflett ì  diversi per esempio la ci istr ibuziooc di errori  cl i  - isu.u , le uto,ì0, la cl istr ibuzione
di velocità di un vento burrascoso, la distr ibuzione dci rurnori nel le l inee dr colnunica_
zione, ecc,
Anche in quei casi in cui la distr ibuzione chiaramente non è normale (per esempio per
le caratteristiche meccaniche di materiali che assumono solo valori positìui), uiene spesso
usara la disrr ibuzione normale pcr sosti tuire in moclo approssimato l ,etTett iva Ìegge Cidistr ibuzionc
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IABELLA 2. Aree sotto la curva norma,e standardizzata daO a z -/ , , / . r - . - . -

0.0 0 0000 0.0040
0.1  0 .0398 0 .0438
D.2  0 .0793 0 ,0832
0 . 3  A t 1 7 9  0 , 1 2 1 7
0 . 4  0 . 1 5 5 4  0 . 1 5 9 1

0.5  0 .1  915 0 , .1950
0.6 a,2258 0.2291
0.7  0 .2580 0 .261 2
0 ,8  0 .2881 0 .2910
0 . 9  0 , 3 1  5 9  0 . 3 1 8 6

1,0  0 .341 3  0 .3438
1. r  0 .3643 0 .3665
1.2  0 .3849 0 .3689
r .3  0 .4032 0 ,4949
1 .4  A ,4192 A.42A7
' r .5  0 .4332 0 ,4345
1 .6 0.4452 0,44631, .1  0 .4554 0 .4564
1.8  0 .4641 0 ,4643
1,9  0 .4713 0 .4719

2,4  A.4172
2.1  0 .4821
2. .2  0 .4861
2.3  0 .4893
2 . 4  0 . 4 9 1 8

0.0080 0 ,0120
o.a41B A.0517
0.0871 0 .0910
0, I  255 0 .1  293
0.1  628 0 .1664

0.1985 0 .2019
0.2324 0.2357
4.2642 A.267 3
0 .2939 0 ,2967
0,321 2  0 .3238

0.3461 0 .3485
0.3686 0.3708
0.3888 0.3907
0.4066 0.4082
4.4222 0,4236

0.4357 0 . /37A
4.4414 0 .4484
0.4573 0.4582
0.4656 0 .4664
4,4126 0 .4732

0.4783 0.4788
0,4830 0 .4834
0.4868 0 .4871
0.4898 0 .4901
4.4s22 0,4925

4.4941 0.4943
0.4s56 0.4957
0.4967 0.4968
0.4976 0 ,4977
4.4982 0.4983

0.4987 0 .4988
0.4991 0 .499 i
0 .4994 0 .4994
0,4995 0 ,4S96
0.4997 0 .4997

0,4ss8 0.4998
0.4999 0 .49S9
0.4999 0 .4999
0.4999 0 .4999
0.5000 0.5000

0,0160 0 ,0199 0 .0239
0.0557 0 .0596 0 .0636
0.0948 0 ,0987 0 .1064
0.1  331 0 .1368 0 .1406
0.1100 A.1 t36  0 .1712

4.2054 0.2088 A.2123
o.2389 0.2422 0.2454
4.2704 0 .2 i34  0 .27  64
0,2996 0 ,3023 0 .3051
0.3264 0 .3289 0 .33 i  5

0.3508 0.3531
0,3729 0.3749
0,3925 0 .3944
0.4099 0 .41  15
o.4251 0,4265

o.4382 0.4394
0.4495 0 .4505
0.4591 0,4599
0.4671 0.4618
0.4'138 0.4144

0.4793 0.4798
4,4838 4.4842
0.4875 0 .4878
0.4904 0,4906
o.4921 0.4929

0.3554
o.3710
0.3962
0.4131
o.4279

0.4406
0 . 4 5 1 5
0.4608
0.4686
0.4750

0.4803
0,4846
0.4881
0.4  909
0.4931

0.4945 0,4946 0.4948
0,4949 0,4360 0,4961
0.4969 0.4970 0.4971
0,4977 0,4S78 0.4379
0 .4983  0 .4984  0 ,4985

0 .4988  0 .4989  0 ,4989
0 .4992  0 .4992  0 .4992
0,4994 0.4994 0.4994
0.4996 0.4996 0.4996
0.4997 0.4997 0.4997

0.4s98 0.4998 0,4998
0 .4999  0 .4999  0 .4999
C, .4999  0 .4999  0 .4999
0 .4999  0 .4999  0 .4999
0,5000 0,5000 0.5000

0.0279 0 .031 I  0 ,0359
0,067 5  0 .0714 0 .0754
0,1064 0 .1  ' , t  03  0 .1  1  41
0.1443 0 ,T  480 0 .1  517
0 . 1 8 0 8  0 , 1 8 4 4  0 . 1 8 7 9

4.2151 A.2190 A,2224
o.2486 0 ,2518 0 ,2549
4.2794 0,2a23 A.2852
0.3078 0 ,3106 0 .3133
0,3340 0 .3365 0 .3389

0.3577 0 .3599
0.3790 0 .3810
0.3980 0 .3997
0.4147 0.4162
4,4292 0 .4306

0 .4418  0 .4429  0 .4411
0 .4525  0 .4535  0 .4545
o .4616  0 .4626  0 .4633
0.4693 0.4699 0,4706
4.4156 0.4761 0,47 67

0 .4808  0 .4812  0 .4817
0 .4850  0 .4854  0 .4857
0 .4884  0 .4B87  0 ,4890
0 .4911  0 .49T  3  0 ,4S16
0 .4932  0 .4934  0 .4936

0 .4949  0 .4951  0 .4952
0 ,4962  0 ,4963  0 ,4964
o ,4972  0 .4913  4 .49 t  4
0.497S 0.4980 O.4981
0 .4985  0 .4986  0 .4986

0 .4989  0 ,4990  0 .4990
0 ,4992  0 ,4993  0 .4993
0 .4995  0 ,4995  0 ,4995
0.4996 0,4996 0.4997
0.4997 0.49S7 0,4998

0:4998 0.4998 0.499B
0 .4999  0 .4999  0 .4999
0 .4999  0 .4999  0 ,4999
0 .4999  0 .4999  0 .4999
0.5000 0.5000 0.5000

0.3621
0.3830
0 , 4 0 1 5
4.4171
0.43r  9

q.5 0.4938 0.4940
2 .6  0 .4953  0 .4S55
2.7 0.4965 0.4966
2 .8  0 .4974  0 .4975
2 .9  0 . , 1981  0 .4982

3 .0  0 .4987  0 .4987
3  1  0 .49S0  0 .4S91
3 .2  0 .4993  0 .4993
3 .3  0 .4995  0 .4995
3 ,4  0 .4997  0 .4997

0.4118
0.4826
0.4864
0.48 I6
0 .4920

0 .4s98  0 ,4S98
0 .4998  0 ,4998
0 ,4999  0 .4999
0 .4999  0 .4999
0.5000 0.5000

3.5
3 . 6
3 .7
3 . 8
3 . 9

E ciò essenzialmente per i seguenti mouvi:

a) la distribuzione normale può essere completamente carattetizz la da due parametri
numcrici: i l  valor medio e la varianza;

ò) se la variabile aleatoria è distribuita normalmente, la distribuzione rimane normale an-
che dopo una trasformazione lineare della variabile aleatoria (incluse le operazioni di
differenziazione ed integrazione)- Le due circostanze ricordate, consentono di trovare
leggi di distribuzione di funzioni lineari di variabili aleatorie molto semplicemente se
le variabili originali sono distribuite normaimente.
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